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Zlote reguly akumulacji w N-kapitalowym
modelu wzrostu gospodarczego

Wprowadzenie!

Celem prezentowanego opracowania jest préba wyznaczenia zlotych regut
akumulacji kapitalu Phelpsa [1961] na gruncie N-kapitalowego modelu wzrostu
gospodarczego. Analizy te prowadzone sg przy makroekonomicznej funkcji
produkcji jednorodnej dowolnego stopnia E > 0. Oznacza to, iz przy = = 1
rozwazana w opracowaniu makroekonomiczna funkcja produkcji charaktery-
zuje si¢ stalymi efektami skali (jak ma to miejsce w neoklasycznych modelach
wzrostu gospodarczego typu Solowa [1956], Mankiwa, Romera, Weila [1992]
lub Nonnemana, Vanhoudta [1996]), za$ przy E < 1 (E > 1) wystepujg male-
jace (rosnace) efekty skali procesu produkcyjnego. Oznacza to, iz woéwczas
w gospodarce dowolne, ¢-krotne, przy > 1, zwiekszenie naktadéw wszystkich
czynnikéw produkcji prowadzi do mniej (wigcej) niz {-krotnego wzrostu stru-
mienia wytworzonego produktu (szerzej na ten temat por. Tokarski [2008]).

Struktura prezentowanego opracowania przedstawia si¢ nastepujaco. Na
poczatku scharakteryzowane sg zalozenia analizowanego w pracy modelu
N-kapitalowego wzrostu gospodarczego. Znajduje sie tu réwniez dowdd tego,
iz rozwazany w pracy model wzrostu charakteryzuje sie asymptotyczng sta-
bilno$cia w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego ukladu réwnan ruchu
analizowanego modelu wzrostu gospodarczego. Nastepnie rozwazanie sg
kwestie dotyczace polozenia dtugookresowych Sciezek wzrostu podstawowych
zmiennych makroekonomicznych wystepujacych w rozwazanym modelu wzro-
stu gospodarczego w warunkach dlugookresowej réwnowagi owego modelu
wzrostu, oraz wyznaczone sa zlote reguly akumulacji kapitatu na gruncie
N-kapitalowego modelu wzrostu gospodarczego w warunkach wystepowania
efektéw skali procesu produkcyjnego. Opracowanie konczy podsumowanie pro-
wadzonych w pracy rozwazan i wazniejsze wynikajace z nich wnioski.
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Zalozenia i r6wnowaga modelu?

W prowadzonych dalej rozwazaniach przyjmowane beda nastepujace zato-
zenia dotyczace funkcjonowania gospodarki:
1. Proces produkcyjny opisany jest przez rozszerzong funkcje produkcji Cobba-
-Douglasa dang wzorem3:

N
Vi e [0+ o) v = [T (K, 0)" - (E@®)f (1)

j=1

gdzie Y jest strumieniem wytworzonego w gospodarce produktu; N to liczba
wykorzystanych w procesie produkcyjnym zasobéw kapitatu; K;-naktady j-tego
rodzaju kapitatu (dla kazdego j =1, 2, ..., N); E-naktady efektywnej pracy
(bedace iloczynem zasobu wiedzy A, ktérego przyrost ma charakter egzoge-
nicznego postepu technicznego w sensie Harroda#, i liczby pracujacych L); ¢; to
elastyczno$ci wytworzonego produktu wzgledem naktadéw j-tego rodzaju kapi-
tatu (dla kazdego j =1, 2, ..., N), za$ © jest elastycznoscig produkcji wzgledem
naktadow efektywnej pracy. Zaktada sie rowniez, ze dla kazdegoj=1,2, ..., N

N
a; € (0;1), ® € (0;1) oraz Zaj € (0;1).
j=1

Kolejne naktady kapitatu K;, K,, ..., Ky w analizowanym modelu wzrostu
gospodarczego mozna utozsamiaé¢ z réznymi, substytucyjnymi w stosunku do
siebie, rodzajami kapitatu rzeczowego, ré6znymi rodzajami kapitatu ludzkiego
(wynikajacego z istnienia w kazdej gospodarce grup pracujacych o réznym
poziomie kwalifikacji) oraz z r6znymi zasobami wiedzy naukowej-technicznej
wykorzystywanymi w procesie produkcyjnym.

Korzystajagc z twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej mozna pokazad,

N

ze funkcja produkcji (1) jest jednorodna stopnia = = Zaj + 0 wzgledem
i=1

kolejnych naktadéw kapitatu K;, K;, ..., Ky i jednostek efektywnej pracy E.

2 Prezentowany tu model wzrostu gospodarczego jest rozszerzeniem modelu rozwazanego w pracy
Nonnemana, Vanhoudta [1996] oraz w rozdziale 2 ksigzki Tokarskiego [2008]. Alternatywny
model N-kapitalowego wzrostu gospodarczego, oparty na zasadzie maksimum Pontriagina,
przedstawiony jest w artykule Tokarskiego [2007]. Model ten nawigzuje réwniez do modelu
zaproponowanego w pracy Tokarskiego [2001, punkt 1.4] oraz do ekonometrycznych modeli
wzrostu gospodarki polskiej, ktérych konstrukcja i oszacowania parametréw scharakteryzo-
wanego sa w monografiach Welfe [2001, 2007].

3 O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych implicite przyjmowane jest
dalej zalozenie, ze sa rézniczkowalne wzgledem czasu t € [0; +o). Zapis x(1) = x = dx/dt
oznaczal bedzie pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli ekonomicznie rzecz biorac, przyrost
warto$ci owej zmiennej w momencie ¢ € [0; +©).

4 Przez postep techniczny w sensie Harroda rozumie si¢ ten rodzaj postepu technicznego, ktory
bezposrednio poteguje produktywno$¢ naktadéw pracy L. Egzogeniczny postep techniczny
w analizowanej tu gospodarce moze by¢ efektem nauki przez do$wiadczenie (learning by
doing).
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N

Oznacza to, ze jeSli wyrazenie Za/ + O jest wieksze (mniejsze) od jednosci,
j=1

to rozszerzona funkcja produkcji Cobba- Douglasa charakteryzuje sie rosngcymi

(malejacymi) efektami skali, za$ przy Za + ® = 1 wystepuja stale efekty
j=1
N
skali procesu produkcyjnego. Co wiecej, przy Za' + ® = 1 analizowany tu
j=1
model wzrostu gospodarczego sprowadza sie do neoklasycznego modelu wzrostu
Nonnemana, Vanhoudta [1996]. .
2. Przyrosty kazdego z zasob6w kapitatu K; stanowig réznicg pomigdzy inwe-
stycjami s;Y w owe zasoby a ich depreqaqq 0;K;, czyli:

Vi€ [0;+ ©)Vj=12..N K0 =s;Y1)— 0,K;®) 2)

gdzie s; (dla kazdego j =1, 2, ..., N) to stopa inwestycji w j-ty zaséb kapitatu,
za$ 0; jest stopg deprecjacji owego zasobu. O stopach s; oraz 9, zaklada sig, ze
N
vVj=12,....N sj,ﬁj € (0;1) oraz Zsj € (0;1) i majg one charakter zmien-
i=1

nych egzogenicznych.

3. Jednostki efektywnej pracy E rosng wedtug egzogenicznej stopy u > 0, ktéra
jest sumg stopy egzogenicznego postepu technicznego w sensie Harroda
(réwnej g > 0) oraz stopy wzrostu liczny pracujacych (n > 0). Dlatego tez:

Vit e[0;+ ) EMIEQ)=p=g+n (3)

Z réwnan (1) i (2) wynika, ze przyrost kazdego z zasob6w kapitalu mozna
zapisa¢ wzorem:

N
Vie[0;+o)Vj=12..N K0 =s; [I(K,0)(E®)°— 6K
m=1
a stad:
N
Vie[0;+o)Vj=12..N K,0O+05K,0=s; [I(K,0) " (EW®)°
m=1

lub:

YVt e [0;+ )Vj=12,..N

a;— 1 u a (S) (4)
G+, =s;(K,0) " TI(K,»)(Ew®)

m=1m+j
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gdzie G, = Ii'j/Kj to stopa wzrostu j-tego zasobu kapitatu (dla kazdego
j=1,2,...,N). Poniewaz przy K,, K,, ..., Ky, E >0 prawe strony réw-
naf (4) sg dodatnie, zatem V¢ € [0;+ )V = 1,2, ,N:G(t) >— 5,'-
Plynie stad wniosek, ze przestrzen fazowg P CRN analizowa-
nego ukladu réwnan rézniczkowych mozna zdefiniowaé nastepujgco:
P = {(GI,GZ,...,GN) € ®RV:Vi=12,...,.N G,>— 61}. Logarytmujgc strona-
mi i rézniczkujac wzgledem czasu ¢ € [0; +») powyzsze réwnania uzyskuje
sie zwigzki:

N G0 K,
Vi e [0; + ©)Vj=12,....N m - _(1 o aj)m +

N K, E u E
+ Y <a/m Km(t)> + @EEg =—(1-a)6,0+ X(a,G,0)+ @%

m=1m=+j m=1m=+j

lub po uwzglednieniu zaleznosci (3):

, G,
Vit € [0; + OO)V] =12,....N m =
J J (5)
N
=6y —(1—a¢)6,0+ 2(e,G,0)
m=1lm=+j

Uktad zlozony z réwnan rézniczkowych (5) stanowi uktad réwnan ruchu
w analizowanym tu modelu wzrostu gospodarczego. Uktad 6w posiada punkt

stacjonarny (G},G5,...,Gy) € P przy G, = G, = ... = G,, = 0. Punkt stacjo-

narny (G},Gj,...,Gy) € P jest rozwigzaniem nastgpujacego ukladu réwnan:

l—a —a, - —ay |G 1
T lmwm e ey G g I (6)
—a —a, - 1—ay|Gy 1

Uktad réwnan (6) mozna rozwigzaé¢ wykorzystujac np. twierdzenie Cramera.
Kolejne wyznaczniki Cramera owego ukladu réwnan dane sg wzorami:

l—a —a, = —ay
—a 1—a, - —« N

. C 2L == Ya>0 (7)
ji=1

W =

_al _a2 cee l_aN
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oraz:

Vji=12,..N W=

l—a —a, - —a; | Ou —a;, = —ay

—a l—a, - —a;, | Ou —a; ., = —ay

- - e 1 — — . — 8
_ a, a, l—a;, |, 61 @y ay — Ous0 (8)

_al _az cee _a'j*l Gﬂ _aj+l _aN

—a —a, T Oul—a; e —ay

—a —a, v e Ou —a;, v l—ay

Z réwnan (7-8) plynie wniosek, ze stopy wzrostu j-tego zasobu kapitatu
(dlaj=1,2, ..., N) w punkcie stacjonarnym uktadu réwnan rézniczkowych (5)
mozna zapisa¢ nastepujgco:

W. ®
Vji=12..N G =g=—H— (9)
—1 Zam
m=1

Dokonujac podstawienia Riccatiego postaci (por. np. [Krysicki, Wiodarski,
1993, s. 264-265]):

YVt e |0+ ©)Vj=12,..N G;()+6; = %(t) (10a)
J
a stad:
Vi€ [0;4+ ©)Vji=1,2,...N G.(1)=— V"'(t)z (10b)
T )

uktad réwnan rézniczkowych (5) mozna zapisa¢ nastepujgco:

YVt e [0;+ 0)Vj=12,..N

v'j<z>—(1—aj)—[¢j+ > (“m<v,,,lm—5m)>]v,~<t> (1)

m=1,m+j
gdzie:
Vji=12,..N ¢;=0u+(l—a)9, (12)

Poniewaz uktad réwnan rézniczkowych (11) jest tozsamosciowy do ukta-

du (5), zatem punkt stacjonarny owego uktadu réwnan (v;,v5,...,v} ), zgodnie
z réwnaniami (9) i (10a), okreslaja zwigzki:
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L N 1 _ 1
Vi= 12N V= s = gy =crs @13
j —~  T9 j
1 — Za/m
m=1

Uktad réwnan rézniczkowych (11) mozna réwniez zapisa¢ nastepujaco:

Viji=12,...N v,(0) = f;(n (v, (0),civy (1) =

“-a)-ln 2 (i -a)

(0 (14)

m=1m=+j
Rézniczkujac funkcje f; (z réwnan (14)) wzgledem v; oraz v,, okazuje sig, ze:

Vji=1,2..N gfizwj $ (am<%—am>> (15a)

m=1m=+j

: . 9% Vi
YVjim=1,2,...Nm + j LT (15b)

2
m m

Z réwnan (15ab) wynika, ze macierz Jacobiego uktadu réwnan (14) w punkcie
stacjonarnym (vf,v;, ...,v}), po uwzglednieniu zwigzku (13), dana jest wzorem:

EE * _
](vl,vz,...,vN) =

L G*+6,) G+ 0,) |
_7/’1— G j;zafj dzﬁ OZN%
(G"+8) Lo (G"+8y)
— aflG*i_’_az *1,&2 -G j:lz’j:i!jz aNG*i—FaZ (16)
(6" + ) (6" + 6, e
“oTa,  Laws, v W9 Ze

Z twierdzenia Grobmana-Hartmana wynika, Zze punkt stacjonarny
(GT,G;, G}‘v) € P analizowanego tu uktadu réwnan rézniczkowych charak-
teryzowal sie bedzie asymptotyczng stabilnosScig wtedy, i tylko wtedy, gdy odpo-
wiadajgcy mu zlinearyzowany uktad réwnan bedzie asymptotycznie stabilny, tzn.
gdy cze$é rzeczywista (Re 1) kazdej z warto$ci wlasnych 1 macierzy Jacobiego
(16) bedzie ujemna (za [Ombach, 1999, s. 219-221]). Wartosci wlasne 1 sg za$

rozwigzaniami nastepujgcego réwnania:

[Tl = 1w V) = ALy | = 0 (17)
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gdzie Iy jest macierza jednostkows o wymiarach N x N. Wyznacznik | J |, zgod-
nie z réwnaniami (16-17), mozna zapisaé¢ nastepujgco:
R R (@ + 5,
h ]':2aj @, G +o, .y G +o
(G*+4,) N (G*+ 8,
7l — A~ A~ T s -, —A—G" Za'. Ay~ % | &
| ! G.+52 2 j=1j%2 N G‘""az
(G +o) (6" + 0, S
A, =% 7 s Ay (% T o P - - a.
L G"+ 6, 2 G+ 0y N =1
a stad:
N nov V:1:
| * V2 _?/2 v2
1Jl= jl;[l<aj(G +0,Y) 3 : (18)
Vv VN e Ty
gdzie:

N
U, +A+G D,

. - m=1m=*j
Vji=12,..N 7,= af.(G*+6.)2 (19)
J J

Zwiazek (18) zapisaé mozna réwniez wzorem:

o |
Yy
N 72
7 * 2 % 1 e 1 _
|JjH1<0/j(G +0,7v)) - b=
_ v
1 1 cee Vjv (20)
—¢, 1 1
& . . 1 —¢ 1
- 11(“/(6 +9,)'v;) D :
! RS
gdzie:
. 7
Vji=12..N ¢;=-5>0 (21)
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Uwzgledniajac to, ze G+ 5j = % (dla kazdego j =1, 2, ..., N) wyznacz-
J
nik (20) sprowadza sie do zaleznosci:

-1 0 . 0

LN, N o b 0

‘J‘:Elv—%.gl(éj—i_l)'é:‘f‘lé:+1 ' gyt
571 6,71 —(<51v+1)<1—j21 ¢s}j+1>

czyli:

N ) N N
IJ—(—1)N-H%-H(¢j+1)-<1—Zlquﬁrl) (22)

j=1Vi =i

N . N
Poniewaz (— D" - ] 7{ =DV T1 (a'j (G* + 6j)) # 0, zatem wyznacz-
i=1Y j=1
nik (22) réwny bedzie 0 wtedy, i tylko wtedy, gdy:

N

I1 (¢, + 1)-(1—j§1ﬁ>: 0.

j=1
Plynie stad wniosek, ze wartoSci wlasne 4 macierzy Jacobiego (17) sg roz-
wigzaniami nastepujacych réwnan:

3j=12..N ¢, +1=0 (23)

oraz:

R S R (24)
1

j=1

Ze zwigzkéw (21) wynika, Zze rownania (23) spelnione beda wtedy, i tylko
wtedy, gdy:

*
7ty

a stad:
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czyli (po uwzglednieniu podstawien (13) oraz (19)):

N
v, +A+G D,

m=1,m=*j 1 _

(G +oy  GHo

3j = 1,2,...N

N
U, +A+G 2am_+ aj(G*+ 6j)
m=1m=j

a;(G"+06,)

=0
co implikuje:
N
3j=12,..N A= —(;/xi +6° Xa,+a;(G+ 5].)) <0. (25

m=1m=+j

Ze zwigzku (25) wynika, ze wartoSci wlasne analizowanej macierzy
Jacobiego, ktére spelniajg réwnania (23), sg ujemne.

. . . 1 , . . , ..
Poniewaz Vj = 1,2,....N ([)j = zatem réwnanie (24) mozna réwniez

zapisa¢ nastepujaco:

a stad oraz z réwnan (13), (19) i (12) wynika, ze:

N a.(G"+ 6,
Y I G
UYL+ A+ G Xa, + a0,
m=1
N a;(G"+ 6,
% (G+8) _,
mlNen+(1—a)d+ A+ G 2a, + e,

m=1

co, wraz z tym, ze G* = 6761\, oraz G* + Bj = % (dlaj=1,2,...,N),
1 — Za'j /
ji=1
implikuje réwnanie:
N w(G* + 6.>
J AN
121(7(;* 75+ 4 1. (26)



56 GOSPODARKA NARODOWA Nr 11-12/2008

Poniewaz A jest liczba zespolong, wiec mozna jg zapisaé jako 1 = a + bi,
gdzie i = v— 1, za$ a, b € R. Woéwczas réwnanie (26) wyglada nastepujaco:

u aj<G*+6j) u * \ 1

j; G +6,+a+bi j;(“j(G +5J)G*+6j+a+bi>
N G+, +a N b

- (G*+ 6, ! — (G"+6) ! =1
El % J>(G*+5j+a)2+b2> ,-;(af( J)(G*+5j+a)2+b2>

z czego wynika, ze:

N . N .
o * \ bl — * \ l —
,Zl<af 6"+ 5j)(G* +8;+a)f + b2) b,z:l(aj i 6j)(G* +9;+a) + b2> 0

ale:

3 . i
121(0/].((; " 5j)(G* +6,+a) + b2> 70

wiec b = 0. Oznacza to, ze wszystkie wartosci wlasne 1 sag rzeczywiste.
Réwnanie (26) mozemy wiec zapisaé nastepujaco:

1 — %(M):O 27

=\G +5j+a

gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywista. Pokazemy teraz, ze liczby a, ktére
spetniajg réwnanie (27), sg liczbami ujemnymi. W tym celu przeprowadzimy
dowdd nie wprost. Przypusémy, ze a = 0. Z tego, ze:

G +9;
= =1
G +0;,ta
wynika, iz:
Y (a;(G"+9)) G+ 6 G +6
_ j i)\ _ 1 -
1 jzl(G*+5,-+a) CG i ta TG ta=at -ty
N
co prowadzi do sprzecznosci, bo D, <L
i=1

Plynie stad wniosek, ze poniewaz wszystkie warto$ci wlasne macierzy J sa
ujemne, wiec z twierdzenia Grobmana-Hartmana wynika, Ze punkt stacjonarny
uktadu réwnan rézniczkowych (11) jest asymptotycznie stabilny. Oznacza to, ze
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istnieje pewne otoczenie I C P punktu stacjonarnego (G},G,...,Gy) € P takie,
ze jesli w momencie ¢ = 0 stopy wzrostu kolejnych zasobéw kapitalu wychodza

z pewnej struktury (G%,G9,...,G%,) €3, to (najpézniej przy ¢ > + =) dotra one
do punktu stacjonarnego (Gf Goyenns G}‘V) opisanego przez réwnanie (9). Dlatego
tez w dtugim okresie stopy wzrostu G = K ;/K; (dla kazdego j = 1,2, ...,N)
Ou

N

1- Ye,

m=1
Logarytmujgc stronami i rézniczkujac wzgledem czasu ¢ € [0; + ) réwna-
nie (1) okazuje sie, ze zachodzi zwiazek:

dazg wowczas do wielkosci réwnych

(R y
Vi€ [0+ o] Gy = 1 = Z( /K<z>)+®§8Y(” 2 (6,0) + o3
= ji=

1

gdzie G, = Y/Y to stopa wzrostu strumienia produktu Y. Poniewaz na mocy
réwnania (3), w kazdym momencie ¢ € [0; +) zachodzi: E (t)/E(t) = 1, zatem
powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ nastepujgco:

N
Vi e [0+ o] G(=0n+ 2 (2;G;1). (28)
j=1
W warunkach dlugookresowej réwnowagi Vj=1,2,..., N
w.
G; = W] = 9765,, zatem zgodnie z réwnaniem (28) dlugookresowg stope
1— Za'm
m=1

wzrostu produktu, Gy, mozna zapisaé¢ nastepujaco:

N N
Vit € [0;+ 0] Gy =0p+ Z(ajG’;)=®u+G* ;=
ji=1 j=1
N 29
—out—H Y= =g 29
1= 2a, 7! 1— e,
j=1 j=1

Z réwnan (9) i (29) plyna nastepujace wnioski natury ekonomicznej:
* Dtlugookresowe stopy wzrostu produkcji i kazdego z analizowanych w pracy
zasobéw kapitatu zalezne sg od elastycznosci funkcji produkcji a;, a,, ..., ay
i ® oraz od stopy wzrostu jednostek efektywnej pracy u = g + n.
* Stad, ze:
0G" C)
E, = 7 >0
1— D f

j=1
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plynie wniosek, iz im wyzsza jest stopa wzrostu jednostek efektywnej pracy
U, tym wyzsze sg dlugookresowe stopy wzrostu produktu Gy, = G* i kolej-
nych zasobéw kapitatu G’; = G" (dla kazdego j =1, 2, ..., N).

* Poniewaz:

. 0G" _ ()7
Vjie1,2,...N Ja; = v 5> 0
(1— Zam>
m=1

wiec im wyzsze sg elastycznoSci funkcji produkcji (1) wzgledem naktadéw
j-tego czynnika kapitalowego (dla kazdego j =1, 2, ..., N), tym wyzsze sg
dtugookresowe stopy wzrostu owych czynnikéw kapitatu i stopa wzrostu
strumienia produktu.

* Roézniczkujgc réwnania (9) i (29) wzgledem © okazuje sie, iz:

co oznacza, ze wysokiej elastycznos$ci © produkcji ¥ wzgledem naktadéw
efektywnej pracy E odpowiadajg wysokie stopy wzrostu rozwazanych tu
zmiennych makroekonomicznych.

e Z dwoéch ostatnich wnioskéw wynika, iz im wyzszy jest stopient jednorod-
N

nosci Za/j + © makroekonomicznej funkcji produkcji (1), tym wyzsze sa
j=1

dlugookresowe stopy wzrostu wyréznionych w analizowanym tu modelu

wzrostu zasobéw kapitatu i strumienia produktu.

Oznaczmy tez przez y, ki, ks, ..., ky dane wzorami:

Vit e [0;+ o) y(t)= Y(¢)/L(t)
oraz:
Vi e [0;+ ) Vj=1,2,...,N k;(t)=K,;()/L(¢)

strumien wydajno$ci pracy (y) oraz naktady j-tego zasobu kapitatu na pracuja-
cego (k; dla kazdego j =1, 2, ..., N). Z powyzszych tozsamosci wynika, ze:

_ 0 _Y® L L(t)
Vieloteol g, 0=50 =y L~ 9O T Lo

o K0 -
Vic0t o] Vi= 120N g0 = gy = K;(t) - égg — G, — égg
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gdzie g, jest stopa wzrostu wydajnosci pracy, zas g; (dla kazdegoj =1, 2, ..., N)
to stopa wzrostu j-tego zasobu kapitalu na pracujgcego. Uwzgledniajac to,
ze (zgodnie z zalozeniem 3 analizowanego modelu wzrostu gospodarczego)
L)L) powyzsze réwnania mozna zapisaé nastepujaco:

Vit € [0;+00) g() =Gy —n
oraz:
Vi e[0;+o0)Vj=12,...,N g;() =Gt) —n

Stad za$ oraz ze zwigzkéw (3), (9) i (29) plynie wniosek, ze w dlugim
okresie zachodzi zalezno$¢:

1 — Za'j

j=1

- n

lub:

N
g +<@ + Xa;— 1>n
L =g (30)

N
1—Zafj

j=1

8, =8 =8 = T8N

Z réwnania (30) plyng nastepujace wnioski natury ekonomicznej (por. tez
[Tokarski, 2007 i 2008, rozdzial 2]):
* Poniewaz:
dg, dg _dgy _ _dsgy
006 006 00 T 00

g+n

N
I—Zaj

j=1

>0

zatem wysokiej elastycznosci ® wytworzonego produktu Y wzgledem nakta-
déw efektywnej pracy E odpowiadajg wysokie stopy wzrostu analizowanych
tu zmiennych makroekonomicznych przypadajacych na jednego pracujg-
cego.
N
1—0— X« j)n

. . =1 . , .
* Co wigcej, przy © > g ! wysokim elastycznosciom «; makro-

ekonomicznej funkcji produkcji wzgledem naktadéw j-tego zasobu kapitatu K;
(dla kazdegoj = 1, 2, ..., N) towarzysza wysokie stopy wzrostu vy, ki, ky, ..., ky
w ditugim okresie. Dzieje sie tak dlatego, ze:
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N
®g+<®+ 2a;— 1)}1

: 0gy _dg _0g 08y =
v]:1729"'sN aa':aah:aa‘:u-:aa‘: N 2 >0
J J J J
j=1
N
(1—@— Za'j>n
W przypadku, w ktérym © < gJZl zachodzi zwigzek:
>
. . . . ®g+<®+ a.—l)n
Vi=1.2 N agyfa&fang gy j:1] 0
J = L4 .., aa'_aah—aa‘—...—aa/‘— N P <
J J J J
ji=1

i wysokie elastycznosci ¢ (dlaj = 1, 2, ..., N) prowadzg do niskich dtugookre-

(1 —0-— ]sza/)n

. =1
sowych stép wzrostu y, ki, k, ..., ky. Natomiast przy © > g !

rozwazane tu pochodne czastkowe réwne sg 0 i elastycznosci te nie oddzia-

N
Og + (@ + 2 — 1>n
=1
I .
1—= 'Zaf ;
j=1
* Roézniczkujac rownanie (30) wzgledem stopy harrodianskiego postepu tech-
nicznego g okazuje sig, iz:

luja‘nag;:gT:g;*...*g*N*

g, _dg  0g

a *
_ aggN _ @N 50
11— Zaj

j=1

ag - ag - ag T e

co implikuje, Ze wysoka stopa egzogenicznego postepu technicznego w sensie

Harroda przektada sie na wysokg stope wzrostu wydajno$ci pracy i wysokie

stopy wzrostu kolejnych naktadéw kapitalu na pracujgcego w dtugim okresie.
* Stad, ze:

N
. . . . 0+ Da.—1
agyfa& 76827 7581\/7 jzlj
on  dn  on U on N

n n n n I_Za’j

j=1
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plyng dwa nastepujace wnioski. Po pierwsze, jeSli w gospodarce wyste-
N
puja state efekty skali, czyli © + Zazj =1, to pochodne czgstkowe

j=1
dg, dgt adg dg,
y_ 08 _08 _  _ 08y : o
5h = an " an = 5, rowne sa 0 i stopy wzrostu wydajnosci
pracy i kolejnych naktad6éw kapitatu na pracujacego, podobnie jak ma to miejsce
w neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego Solowa [1956], Mankiwa,
Romera, Weila [1992] i Nonnemana, Vanhoudta [1996], sg niezalezne od stopy
wzrostu liczby pracujacych. Po drugie, jesli za§ wystepuja rosngce (malejace)

N N
efekty skali, co ma miejsce woéwczas, gdy © + Zaj > 1(@ + Za'j < 1),
=1 j=1
dg, dg dg g,
to pochodne Gny = 6%11 = agnz =..= agnN sg dodatnie (ujemne), co

implikuje, ze wysoka stopa wzrostu liczby pracujgcych, podobnie jak w mo-
delach prezentowanych w pracach Tokarskiego [2003 i 2008], prowadzi do
wysokich (niskich) stép wzrostu podstawowych zmiennych makroekono-
micznych na pracujgcego.

Polozenie dlugookresowych $ciezek wzrostu gospodarczego

Dzielgc funkcje produkcji (1) przez liczbe pracujacych L(r) = Lye (gdzie
Ly > 0 jest liczba pracujacych w momencie ¢ = 0) okazuje sie, ze zachodzi
zwigzek:

N N
v H (Kj(t))af . (E(t))® 1__[ (Kj(;))"j . (AOLOe(g+n)t)®
Vi e [0+ o)y = % = L(1) == Lye™

przy czym Ay > 0 jest zasobem wiedzy w momencie ¢ = 0. Powyzsza zaleznoé¢
mozna réwniez zapisaé nastepujgco:

N N
Vi €[04 o) (o) = AQe® (L(1)° 24 T (k; (1)) =

i=1

—Aexp<<®g+<®+ 2 — >n>z)ﬂ(k (£))"

(31)

j=1

N
gdzie: A = A9(L,)° " 2% 0.
Poniewaz dla kazdego j =1, 2, ..., N zachodzi k; = K/L, zatem (po zréz-
niczkowaniu tych tozsamosci wzgledem czasu ¢ € [0; + »)) dochodzi sie do
roéwnan:
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Vie[0i+ o)Vj=12..N k)=

K (OL() = K (L) K (1) i)
- 0 B ORALNIO)
a stad i z zalozenia 3 wynika, ze:
. K, (1)
YVt e [0;+ )Vj=12,..N kj(l‘)zm—nkj(t) (32)

Stawiajgc do réwnan (32) zwigzki (2) uzyskuje sie¢ réwnania rézniczkowe
dane wzorami:

Vi €[04+ ) Vji=12,..N k(1) =sy(6) = (0, + n)k;®

lub po uwzglednieniu zaleznosci (31):

Vte|0;+)Vj=12,..N

N N
léj(t) = sjAeXp<<®g + <® + Za'j — 1>n>t) 11 (kj(t))“/ + (ﬁj + n)kj(t)

i=1 i=1

a stad, po podstawieniu tozsamosci g = léj/kj (dla kazdego j =1, 2,...,N)
i rownania (30):

N
Vie[o;+o)Vj=12,..N g = sjAexp(g* . t(l — Zam>>-

v m=1 (33)
(k@) Tk, @) — (8, + n)
m=1lm+j
Zdefiniujmy teraz przez:
Vie[0i+o)Vji=12..N k@ =e ¢kt =
N
g +({06 + — 1
i ( 2 )" (342)
= exp|— N t]- kj(t)
1- Ye,
m=1

oraz:

N
®g+(@+ 2.~ 1)11
ji=1

N
1—Za/j

i=1

Vi e [0;+ ) (1) =e ¢ly(t) = exp|— t|-y(® (34b)
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zmienne sztuczne, ktérych wartoSci sg funkcyjnie zwigzane z potozeniem

Sciezek wzrostu (odpowiednio) j-tego zasobu kapitalu na pracujacego k; (dla

j=1,2, ..., N) oraz wydajnos$ci pracy y. Nalezy to rozumie¢ w ten sposéb, iz im

wyzsze warto$ci przyjmujg owe zmienne sztuczne, tym wyzej potozone sg Sciezki

wzrostu analizowanych w opracowaniu zmiennych makroekonomicznych.
Réwnania (34a) zapisa¢ mozna réwniez jako:

Vi[04 ) Vj= 12N k@) = e k0

lub po zlogarytmowaniu stronami i zrézniczkowaniu wzgledem czasu
t €10; +):

70 k(0

Vie[o;+o)Vj=12..N g= W = g*—m (35)
J

Poniewaz, jak to pokazano punkcie 2 opracowania, w dlugim okresie (czyli
przy t > +») g;>g" (dlaj= 1,2, ..., N), wigc stad i z réwnania (35) wynika,
ze:

Vji=12,..N lim k;() =k3>0 (36)
t >+ oo J

gdzie warto$ci zmiennych sztucznych lgj zalezne sg od warto$ci zmiennych
egzogenicznych w rozwazanym tu modelu wzrostu gospodarczego, za$ wysokie
wartoéci owych zmiennych tozsame sg w wysokim potozeniem dlugookresowych
Sciezek wzrostu kolejnych zasobéw kapitalu na pracujgcego.

Z zaleznosci (33) i (34a) wynika, ze zwigzek (33) mozna zapisaé nastepujaco:

N
Vi[04 o) Vj=12....N g0 =s5AMk;0)" " TI(k,0)" —(0+n) B7)

m=1lm=*j

W tego, Ze przy t > + g;(t) > g" oraz /gj(t) - lgj (dla kazdegoj =1, 2, ..., N)
plynie wniosek, iz przy t = + o réwnania (37) sprowadzajg si¢ do zwigzkows:

N

Vi=12...N g =sA)" " TL(k)"—(;+n)  (38)
m=1lm=+j
ktére implikujg réwnania:
. e\l —a; N A \T O, SjA
vVji=12,...N (kj> jm:gn<f}~”) = m

N
5 Poniewaz przy ky, ky,....ky > 0 dla kazdegoj = 1, 2, ..., N zachodzi: s}-A(lgj.)a"i1 H(IE* )H’” >0,

m
m=1m=+j

zatem z rownania (38) wynika, iz kazdegoj = 1, 2, ..., N spelniona jest zaleznos¢: g* + n + 9; > 0.
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lub:
(1— al)ln(lé;‘) a,In(k;) — ... — ayn(ky) = In(6)
—ayIn(k) + (1 — ay)In(k ) . —ayIn(ky) = In(6,) (39)
—aIn(k}) — alen(kz) — ot (1 — ay)In(ky) = In(6,)
gdzie:
. B S; A
vVj=12,...,.N 19]- m (40)
Odejmujac do pierwszego, drugiego, ..., (N - 1)-szego réwnania uktadu
rownan (39) réwnanie N-te okazuje sig, iz:
0.
PR TR\ i J
Vji=12,...N—1 ln<kj>—ln<kN)+ln<%> (41)

N-te réwnanie uktadu réwnan (39) mozna réwniez zapisaé nastepujgco:
~ N_ 1 ~
(1 —ay)in(ky) — Azl<a'jln(kj)) = In(d,)
j=
a stad oraz z rownan (41) wynika, iz:
R N—1 R 0.
(1 —ay)n(ky) — X g (m(k";v) + 1n<—’)> = In(6y)
j=1 N

czyli:

j=1

(1= 2 ) = (1= S o+ 5 o)

lub:

. I (42)

Wstawiajagc zwigzek (42) do zaleznos$ci (41) dochodzi sie do réwnania:

N—1 N—1

(1 — Zam>1n(eN)+ 2.(a,In(0,)) 0

Vji=12,..N—1 In(k})= 2 — ! +ln<6—j>
N

1— Zam

m—1
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lub:
N N
(1 - Zam)ln(é’j) +  2(a,In(0,))
Vj=12..N—1 In(k)=-—"—r o n—nt)
1— Zam
m=1
a stad i ze zwigzku (42) plynie wniosek, ze:
N N
(1 - Zam)ln(ﬁj)-i- - 2(a,In(0,))
V= L2 (i) = Al T i
1— a
2.a,
m=1

lub po uwzglednieniu zwigzku (40):

Vji=1,2,...N 1n(/€j) =

N sA N s A
1— a, |In| =t |+ (amln<*m—>>
( m%ﬁ) <g +”+5/’) mzlz,r:nij g tntio,

= N

1— Zam

m=1

czyli, po uwzglednieniu zaleznosci (30):

Vji=1,2,...N 1n(1€j.) =

il s ;A N s A
1 — Zafm In| 21—+ )+ > (amln<* n ))
( ml,m¢j> (g +n+9; m=1m+j g tn+i, (43)

N
1— Za'm

m=1

Z réwnania (43) wyciggngé mozna nastepujgce wnioski:

* Polozenie dlugookresowej $ciezki wzrostu k; kazdego z analizowanych
w opracowaniu zasobéw kapitatu na pracujacego zalezne jest m.in. od
stopy inwestycji s; i stopy deprecjacji d; owego zasobu kapitatu oraz od
stép inwestycji s, i stop deprecjacji d,, pozostatych zasobéw kapitatu.

* Stad, ze:

N
Ay 1 — Za
a (In(&* "
a2 B

m=1

>0
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wynika, ze im wyzsza jest stopa inwestycji s; w j-ty zas6b kapitatu (dla

j=1,2,...,N), tym wyzsza jest warto$¢ zmiennej sztucznej k; i wyzej poto-
zona jest dtugookresowa $ciezka wzrostu j-tego zasobu kapitalu na pracu-
jacego.

e Poniewaz:

9 (In(&5)) @,

Vjim=1,2,...Nm # j o - >0
m < )Sm

N
1— Za/m
m=1

wiec wysokiej stopie inwestycji s, w m-ty zaséb kapitatu (dlam = 1, 2, ..., N)
odpowiada wysokie potozenie $ciezek wzrostu j-tego zasobu kapitatu na
pracujacego (dla j # m).

* Im wyzsza jest stopa deprecjacji j-tego zasobu kapitalu (dlaj =1, 2, ..., N)
tym nizej polozona jest dtugookresowa $ciezka wzrostu owego kapitatu na
pracujagcego. Wynika to stad, iz:

N
A* 1 — Za’
0 (In(k” "
\V/] =12,...,.N <(;lgj>> — — m=1m=+j
' (1 - Zam>(g* +n+ 6j>

m=1

<0

*  Wysokiej stopie deprecjacji m-tego zasobu kapitatu (dla m =1, 2, ..., N;
m # j) odpowiadajg nisko potozone dlugookresowe Sciezki wzrostu j-tego
zasobu kapitatu na pracujacego. Dzieje sie tak dlatego, ze:

9 (In(#})) ,

Vj,m = 1,2,...,N,m 7‘:.] aa = —< N < O

1— Zam>(g* +n+9))

m=1

N
Og + <® + Da, — 1>n
Dzielac stronami réwnanie (31) przez exp mN:I t| oraz

1— Zam

m=1

uwzgledniajac zwigzki (34ab) uzyskuje sie:

(@g + <® + jila’j - 1>n> %ajt 1—N[ (kj(t))aj )

N
_ j=1 j=1
1= 2e,
j=1

Vit € [0; + )y(t) = Aexp|—
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(@g + <® + %am — 1>n> i

N N
= AT |exp|— m=1 t|- k0| =AT] (k;0)"
j=1 1 — Zam =
m=1
lub:
N
Vi€ [0:+ ) m(3®) = (D) + X (a,n(k,0)) (44)
j=1

Poniewaz przy ¢t = +o /EJ-(Z) - /Qj (dla kazdegoj =1, 2, ..., N), zatem — zgod-

nie z réwnaniem (44) — réwniez y(1) = y°, gdzie:
~ N A
In(5) = n(4) + 3 (a;In(k}))
=1
Stad za$ oraz ze zwigzku (43) wynika, iz zachodzi zalezno$¢:
N s.A N s A
_ Y __Sm
I I L v

In(3*) = (A) + Z a; .  E—

i=1 1- Ya,

m=1

lub:

= in(A) +? ¥ ‘ (45)

Z réwnania (45) plyng nastepujace wnioski:

*  Warto$¢ zmiennej sztucznej y i potozenie dtugookresowej $ciezki wzrostu
wydajnos$ci pracy y w analizowanym tu modelu wzrostu gospodarczego
zalezne sg m.in. od stép inwestycji s; oraz stép deprecjacji d; (dla kazdego
i=1,2,..,N).

* Stad, iz

. 9 (in(5)) e,
Vi=12,...N 3s, :< o >>o
1= j

28,

m=1
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- d(in(57) _ @
20 O—-%%%§+n+@)

m=1

Vji=12,...N <0

wyciggnaé mozna wniosek, ze wysokim (niskim) stopom inwestycji s; (sto-
pom deprecjacji ¢;) odpowiada wysoka warto$¢ zmiennej y* oraz wysokie
polozenie dtugookresowej $ciezki wzrostu wydajnosci pracy y.

Zlote reguly akumulacji

Na stronie 61 prezentowanego opracowania pokazano, ze w analizowanym
tu modelu wzrostu gospodarczego (podobnie jak w neoklasycznych modelach
Solowa [1956], Mankiwa, Romera, Weila [1992] oraz Nonnemana, Vanhoudta
[1996]) dltugookresowe $ciezki wzrostu wydajnosci pracy i kolejnych zasobow
kapitaléw na pracujacego sa tym wyzej polozone, im wyzsze sg stopy inwesty-
cji sy, S, ..., sy. Warto jednak zauwazyé, ze wysokie polozenie $ciezek wzro-
stu wspomnianych uprzednio zmiennych makroekonomicznych nie musi by¢
tozsame z wysokim polozeniem $ciezki wzrostu konsumpcji na pracujacego.
Wynika to stad, iz (zgodnie z przyjmowanymi w opracowaniu zalozeniami
str. 48) konsumpcje na pracujacego mozna zapisaé nastepujaco:

N
VMﬂQ+m)aD—G—Z%%@
j=1
Dzielac powyzsze réwnanie przez liczbe pracujacych L > 0 uzyskuje sie
funkcje konsumpcji na pracujacego ¢ = C/L dang wzorem:

N
Vie[0;+ o) e = (1 - _Zsj)y(t) (46)

Jj=1

lub:

N
Wem+@ém—G—ZQW) (47)

Jj=1

Im wyzsze wartoSci przyjmujg zmienne sztuczne ¢ w réwnaniu (47), tym
wyzej potozona jest $ciezka wzrostu ¢ (f) dana réwnaniem (46). W dlugim okre-
sie przy t = +%, y(t) = 3", co (zgodnie ze zwigzkami (45) oraz (47)) oznacza,
ze ¢ (1) = ¢, gdzie:

Ak lfi AIN—_[ SJ'A 1= ga’m 48
€= )P N\ g ) (48)

i=17) =1
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Z réwnan (47-48) wynika, ze wzrost ktorejkolwiek, lub wszystkich, stép
inwestycji prowadzi do wzrostu wartoéci y* przy spadku udzialu w konsumpcji
N

w produkcji 1 — Qs ;- To za$ moze prowadzi¢ do réznokierunkowych zmian
j=1

po stronie ¢*. Dlatego tez, zgodnie z ideg zlotych reguly Phelpsa [1961], zlotg

regule akumulacji mozna zdefiniowaé jako takg strukture stép inwestycji

N
(51, $2, ..., sy) (gdzie sy, sy, ..., sy > 0 oraz Zsj <0, przy ktérej gospodarka
=1

J
wchodzi na najwyzej polozong dtugookresowg $ciezke konsumpcji na pracuja-
cego (por. tez [Tokarski, 2005, punkt 5.2]). Dlatego tez zlotg reguta akumulacji
kapitatu bedzie taka struktura stép inwestycji (sy, s, ..., Sy), ktéra maksymalizuje
zmienng sztuczng ¢* dang réwnaniem (48).

Maksymalizacja ¢* tozsama jest z maksymalizacjg funkcji V(sy, 53, ..., Sy)
danej wzorem:

;(%m(%)) .
) + s+ B (49)

1—Zaj

j=1
N ~
A

B =m(4)+ = N
I*Zaj

j=1

N
V(51,55 008y) = In(E (51,55 008y)) = ln<1 — 25,

j=1

gdzie:

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji (49) okreslone sg przez zaleznosci:

. ov 1 q;
Vj =12,...N W = — N + N
j 1= s, (1 - Ya,

m=1 m=1

=0 (50)
2

za$ warunki dostateczne sprowadzajg sie do tego, iz hesjan funkcji V dany
wzorem:

kA% 0V 0%V
ds? ds ds, " ds dsy
0%V 0%V 0%V
H($},85, 0008 y) = asz.asl as% asz-c?sN (51)
v v v
dsyds, dsyds, " ds3%

jest ujemnie okreslony w punkcie stacjonarnym funkcji V.
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Warunki konieczne (50) maksymalizacji funkcji V mozna sprowadzi¢ do
réwnosci:

N N
Vj=12,...,N (1 Zsm>sj=<l Zsm>a'j

m=1 m=1
co implikuje, ze analizowany tu punkt stacjonarny okresla réwnanie:
(SpSpseensSy) = (@ @y, ..city) (52)

Liczac drugie pochodne funkcji V okazuje sie, ze:

, 0V 1 a;
Vi=12..N 55=— ——t 7
j (1 _ Zsm) (1 = Zam>s§
m=1 m=1
oraz:
0%V 1 0%V

Vj,m:1,2,...,N,m 7‘:_] 0s. 0s = N 2:85' 0s.
J m 1 — §:S m J
p

p=1

co oznacza, iz hesjan (51) mozna zapisaé¢ wzorem:

(L, a) 1 1
<w2 + ws%) w? w?
_ 1 O S _ 1
H(s19s27'°'9sN) = wz 602 a)S% o (1)2
_ 1 _ 1 (L
w? w? <w2 + ws%)
gdzie:
w = ;N >0
11— -Zsj
j=1

lub w punkcie stacjonarnym (s;,8,,...,8y) = (@}, &, .0, @y ):
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_aqto 1 _ 1

w’a, w? w?

1 a, tw 1

H(a,ay,...,ay) = o’ w'a, w?
1 1 ay tw
-2 -2 2,
w w w'ay |

Hesjan (53) bedzie ujemnie okre$lony wtedy, i tylko wtedy, gdy:
Vj=12,..N (—=1Wm;>0

gdzie j-ty minor gléwny m; hesjanu (53) dany jest wzorem:

gqte 1 1
w’a, w? w?
1 atoe 1
Vji=12,..N m;= QZ afzaz ‘wz
-1 1 a/j'+ w
o T T o
Poniewaz minory #m; mozna zapisaC nast¢pujgco:
ad)
10.. @D
Vj=12,..,N EEEC VN P H
.] T oy Ly e, mj - j b . ) .
o 1]a !
mgl " Zam-l-w
m=1
00 .. —g—

zatem zachodza réwnosci:

J
(— 1)f'< 2, + co)
Vi=12,...N m,= m=1

J ) J
AR Ha’m

m=1

Stad za$ oraz z zaleznosci (54) wynika, ze:

(53)

(54)

(55)
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J
(— 1)2f< Y, + w)

m=1

J
Wit Ha,m

m=1

Vji=1,2,...N (— l)jmj: >0

czyli hesjan (54) jest ujemnie okre$lony w punkcie stacjonarnym funkcji V.
Oznacza to, iz punkt 6w wyznacza zlote reguly akumulacji kapitatu w analizo-
wanym tu modelu wzrostu gospodarczego. Plynie stad wniosek, iz rozwazana
w opracowaniu gospodarka, analogicznie jak gospodarka w modelu Solowa
lub Mankiwa-Romera-Weila, bedzie wychodzita na najwyzej potozong Sciezke
wzrostu konsumpcji na pracujacego wtedy, i tylko wtedy, gdy stopy inwestycji
w kolejne zasoby kapitatu (czyli s;) rowne beda elastyczno$ciom («;) produkcji Y
wzgledem naktadéw j-tego naktadu kapitatu K; (dla kazdego j =1, 2, ..., N).

Podsumowanie i wnioski

Prowadzone w pracy rozwazania mozna podsumowaé nastepujgco:

I. W analizowanym w pracy modelu wzrostu gospodarczego przyjmuje si¢
zalozenia, ze (po pierwsze) proces produkcyjny opisany jest przez pote-
gowg funkcje produkcji Cobba-Douglasa, w ktérej do wytworzenia produktu
niezbedne jest N réznych naktadéw kapitalowych oraz naklady jednostek
efektywnej pracy, (po drugie) funkcja produkcji moze charakteryzowaé sie
zaréwno malejacymi, jak i stalymi lub rosnacymi efektami skali, (po trze-
cie) przyrost kazdego z zasobéw kapitalu jest réznicg pomiedzy inwesty-
cjami w 6w zasdb a jego deprecjacjag oraz (po czwarte) jednostki efektywnej
pracy rosng wedlug egzogenicznej stopy wzrostu bedacej suma stopy egzo-
genicznego postepu technicznego w sensie Harroda i stopy wzrostu liczby
pracujacych. Oznacza to, ze analizowany w opracowaniu model wzrostu
gospodarczego jest rozszerzeniem modelu Nonnemana-Vanhoudta na przy-
padek gospodarki, w ktérej moga wystgpi¢ (malejace lub rosnace) efekty
skali procesu produkcyjnego.

II. Z prowadzonych w czesci drugiej analiz wynika, Ze tak skonstruowany model
wzrostu gospodarczego posiada punkt stacjonarny ze wzgledu na stopy
wzrostu rozwazanych w modelu zasobéw kapitatu. Co wiecej, 6w punkt
stacjonarny charakteryzuje sie asymptotyczng stabilnoscia, co implikuje, ze
jesli gospodarka wychodzi ze struktury stép wzrostu analizowanych zaso-
béw kapitatu znajdujacej sie w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego,
to (najp6zniej przy t - +) dazy¢ bedzie do tegoz punktu stacjonarnego.
Dlatego tez wyznaczony punkt stacjonarny traktowaé¢ mozna jako strukture
stép wzrostu kolejnych zasobéw kapitalu w warunkach dlugookresowej
rownowagi w rozwazanym modelu wzrostu gospodarczego.

ITII.W warunkach dlugookresowej réwnowagi wszystkie zasoby kapitatu oraz
strumien produktu rosng wedlug tej samej stopy wzrostu, co jest analogiczne
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IV.

VI.

do odpowiednich wnioskéw ptynacych z neoklasycznych modeli wzrostu
Solowa [1956], Mankiwa-Romera-Weila [1992], Nonnemana-Vanhoudta
[1996] czy tez modeli prezentowanych w ksiazce Tokarskiego [2008].
Stopy wzrostu kolejnych zasobéw kapitatu na pracujacego oraz stopa wzro-
stu wydajnosci pracy w prezentowanym w pracy modelu wzrostu gospodar-
czego zalezne sg (po pierwsze) od elastycznosci funkcji produkcji Cobba-
-Douglasa wzgledem kolejnych nakladéw kapitatu i jednostek efektywnej
pracy, (po drugie) od stopy harrodianskiego postepu technicznego oraz
(po trzecie) od stopy wzrostu liczby pracujgcych. Im wyzsze sg elastycz-
nosci makroekonomicznej funkcji produkcji a (tym samym) im wyzszy jest
stopienn jednorodnosci owej funkcji, tym wyzsze sg dlugookresowe stopy
wzrostu kolejnych zasobéw kapitalu na pracujacego oraz stopa wzrostu
wydajnosci pracy. Podobnie rzecz sie ma z oddzialywaniem stopy postepu
technicznego w sensie Harroda na wspomniane uprzednio stopy wzrostu
podstawowych zmiennych makroekonomicznych. Natomiast oddziatywanie
stopy wzrostu liczby pracujacych, podobnie jak w modelach zaproponowa-
nych w pracy Tokarskiego [2008], zalezne jest od rodzaju wystepujacych
w gospodarce efektow skali. W warunkach malejacych (rosnacych) efektow
skali wysokiej stopie wzrostu liczby pracujacych ceteris paribus towarzysza
niskie (wysokie) stopy wzrostu gospodarczego. Natomiast state efekty skali
procesu produkcyjnego powoduja, ze stopy wzrostu kolejnych naktadéw
kapitatu na pracujacego i stopa wzrostu wydajnosci pracy sa, podobnie jak
w neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego, niezalezne od stopy
wzrostu liczby pracujacych.

Co prawda dltugookresowe stopy wzrostu gospodarczego sa niezalezne od
stép inwestycji w kolejne zasoby kapitatlu, ale potozenie dlugookresowych
Sciezek wzrostu owych zasobéw kapitatu na pracujacego oraz dtugookreso-
wej $ciezki wzrostu wydajnosci pracy jest tym wyzsze, im wyzsze sg stopy
inwestycji w analizowane zasoby kapitatu. Nalezy jednak pamietaé, ze nie
zawsze wysokie polozenie Sciezki wzrostu wydajnosci pracy tozsame jest
z wysokim polozeniem S$ciezki wzrostu konsumpcji na pracujacego. Dzieje
sie tak dlatego, ze konsumpcja na pracujgcego w skali calej gospodarki
stanowi réznice pomiedzy wydajnoscig pracy a sumg inwestycji na pracu-
jacego. Dlatego tez ciekawe, przynajmniej z teoretycznego punktu widzenia,
wydaje sie wyznaczenie zlotych regul akumulacji Phelpsa rozumianych jako
taka struktura stép inwestycji, w uwzglednione w modelu zasoby kapitatu,
ktéra wyprowadza gospodarke na najwyzej potozong, dtugookresowg Sciezke
wzrostu konsumpcji na pracujacego.

Z analizy ztotych regut akumulacji kapitatu na gruncie rozwazanego w pracy
modelu wzrostu gospodarczego wynika, iz gospodarka wychodzi na najwy-
zej potozong, dlugookresowg $ciezke konsumpcji na pracujacego wowczas,
gdy struktura stép inwestycji w kolejne rozwazane w opracowaniu zasoby
kapitalu pokrywa sie ze strukturg elastyczno$ci funkcji produkcji Cobba-
-Douglasa wzgledem owych zasobéw. Oznacza to, iz wyznaczona w pracy
zlota reguta akumulacji kapitatu stanowi uogélnienie zlotej reguty Phelpsa
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[1961] w modelach typu Solowa [1956] i Mankiwa-Romera-Weila [1992]
(por. tez [Tokarski, 2008, rozdziaty 1-2]). Regula ta jest réwniez niezalezna
od rodzaju uzyskiwanych przez gospodarke efektéw skali procesu produk-
cyjnego.
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THE GOLDEN RULES OF ACCUMULATION UNDER
THE N-CAPITAL ECONOMIC GROWTH MODEL

Summary

The paper aims to theoretically determine the golden rules of capital accumulation
— as defined by American economist Edmund S. Phelps — under the “N-capital” economic
growth model based on a uniform macroeconomic production function, & > 0.

With = = 1, the macroeconomic production function discussed in the paper is
characterized by constant scale effects (as in the case of neoclassical growth models
developed by Solow, Mankiw, Romer, Weil, Nonneman, and Vanhoudt), the authors say,
while with E < 1/Z2 > 1 the scale effects of the production process decrease/increase.
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The authors show that the growth model analyzed in the paper is characterized by
asymptotic stability in a certain environment. The authors also examine the long-run
growth paths of basic macroeconomic variables in the analyzed model and identify
the golden rules of capital accumulation under the N-capital growth model when the
production process leads to scale effects.

Keywords: golden rules of capital accumulation, Edmund S. Phelps, N-capital growth
model, production function



